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∫∑§—¥¬àÕ

°“√«‘®—¬§√—Èßπ’È¡’«—µ∂ÿª√– ß§å‡æ◊ËÕ‡ª√’¬∫‡∑’¬∫°“√§”π«≥À“º≈‡©≈¬¢Õß«‘∏’‡™‘ßµ—«‡≈¢ 2 «‘∏’ §◊Õ «‘∏’

∑”´È”®“‚§∫’·≈–«‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈¢Õßªí≠À“ µ‘§- ≈‘ª∑’Ë∑àÕ¥“¬¢Õß°√–∫«π°“√Õ—¥√’¥ ‚¥¬„™â«‘∏’ ¡“™‘°
®”°—¥·∫∫‡´¡‘Õ‘¡æ≈‘´‘∑‡∑¬å‡≈Õ√å-°“‡≈Õ√å§‘π‡æ√´‡™Õ√å§Õ√å‡√§™—π „π°“√æ‘®“√≥“ ¡°“√‡π‡«’¬√å- ‚µ° å ‡æ◊ËÕ
ª√–¡“≥§à“§«“¡‡√Á«·≈–§«“¡¥—π  ”À√—∫¢Õß‰À≈π‘«‚µ‡π’¬π„π√–∫∫æ‘°—¥∑√ß°√–∫Õ° 2 ¡‘µ‘ ·≈–ª√—∫ª√ÿß

º≈‡©≈¬„Àâ·¡àπ¬”‚¥¬„™â‡∑§π‘§‡°√‡¥’¬π∑å√’§—ø‡«Õ√’ °“√«‘‡§√“–Àå≈Ÿà‡¢â“· ¥ß«à“«‘∏’∑” È́”‡°“ å-‰´‡¥≈≈Ÿà‡¢â“ Ÿàº≈
‡©≈¬®√‘ß¥’°«à“«‘∏’∑”´È”®“‚§∫’ ‡π◊ËÕß®“°º≈‡©≈¬®“°«‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈¡’®”π«π∑”´È”πâÕ¬°«à“«‘∏’∑”´È”®“‚§∫’

Abstract

This object of research is to compare the computation solution of two numerical methods.
The methods were Jacobi iteration method and Guass-Seidel iteration method for the stick-
slip problem at die of the extrusion process. The Navier-Stokes equation was analysed by finite

element method of semi implicit Taylor-Galerkin/pressure-correction scheme to approximate
velocity and pressure for Newtonian fluid in two dimentional cylindrical coordinate system. Solution
accuracy was improved by the gradient recovery technique. The convergence analysis revealed

that Guass-Seidel method approach to exact solution was better than Jacobi iteration method,
that is because Guass-Seidel iteration method had less solution than Jacobi iteration method.

§” ”§—≠ : «‘∏’ ¡“™‘°®”°—¥·∫∫‡´¡‘Õ‘¡æ≈‘´‘∑‡∑¬å‡≈Õ√å-°“‡≈Õ√å§‘π‡æ√´‡™Õ√å§Õ√å‡√§™—π  µ‘§- ≈‘ª

«‘∏’∑”´È”®“‚§∫’ «‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈
Key words : Finite element method of semi implicit Taylor-Galerkin/pressure-correction

scheme, Stick-slip, Jacobi iteration method, Guass-Seidel iteration method
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1. ∫∑π”

„π°“√À“º≈‡©≈¬‚¥¬«‘∏’‡™‘ßµ—«‡≈¢ (the

numerical method) ¢Õß ¡°“√°“√‰À≈¢Õß¢Õß
‰À≈π‘«‚µ‡π’¬π·≈–¢Õß‰À≈«‘ ‚§Õ’≈“ µ‘° ∑’Ë‡√’¬°
«à“ ¡°“√‡π‡«’¬√å ‚µ° å (Navier-Stokes equation)

¡’Õ¬ŸàÀ≈“¬«‘∏’ ‡™àπ «‘∏’¢Õ∫‡¢µ®”°—¥ (boundary
element method) À√◊Õ«‘∏’º≈µà“ßÕ—πµ– (finite
difference method) ‡ªìπµâπ «‘∏’∑’Ëπ‘¬¡·≈–„™â°—π

Õ¬à“ß·æ√àÀ≈“¬ §◊Õ «‘∏’ ¡“™‘°®”°—¥ (finite element
method) ÷́Ëß‡ªìπ°“√‡ª≈’Ë¬π ¡°“√‡™‘ßÕπÿæ—π∏å¬àÕ¬
„Àâ‡ªìπ ¡°“√æ’™§≥‘µ ‡æ◊ËÕ§«“¡ –¥«°·≈–ßà“¬µàÕ

°“√À“º≈‡©≈¬ ·≈–∑”°“√À“º≈‡©≈¬¢Õß√–∫∫
 ¡°“√¥—ß°≈à“« ‚¥¬„™â«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’ (Jacobi
iteration method) ·≈–«‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈

(Guass-Seidel iteration method)
„π°“√»÷°…“§√—Èßπ’È ‰¥âπ”«‘∏’ ¡“™‘°®”°—¥¡“

„™â„π°“√·°âªí≠À“ µ‘§- ≈‘ª (stick-slip problem)

∫√‘‡«≥∑àÕ¥“¬ (die) ¢Õß°√–∫«π°“√Õ—¥√’¥ (the
extrusion process) „π‚√ßß“πÕÿµ “À°√√¡ ·≈–
‡ª√’¬∫‡∑’¬∫º≈‡©≈¬‚¥¬«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’·≈–«‘∏’∑”´È”

‡°“ å-‰´‡¥≈ ‡æ◊ËÕ»÷°…“ ¡∫—µ‘µà“ßÊ √«¡∑—Èßæƒµ‘°√√¡
°“√‰À≈¿“¬„π∑àÕ¥“¬ ‡æ◊ËÕ‡ªìπ°“√π”√àÕß Ÿàªí≠À“
®√‘ß„π‚√ßß“πÕÿµ “À°√√¡

«—µ∂ÿª√– ß§å¢Õßß“π«‘®—¬

1. ‡ª√’¬∫‡∑’¬∫®”π«π∑” È́”¢Õßº≈‡©≈¬

®“°«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’°—∫«‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈ ¥â«¬«‘∏’
 ¡“™‘°®”°—¥‡´¡‘Õ‘¡æ≈‘´‘∑‡∑¬å‡≈Õ√å-°“‡≈Õ√å§‘π
‡æ√´§Õ√å‡√§™—π (semi implicit Taylor-Galerkin

pressure-correction finite element method)
2. æ—≤π“‚ª√·°√¡§Õ¡æ‘«‡µÕ√å¥â«¬¿“…“ ’́

‡æ◊ËÕ„™â§”π«≥º≈‡©≈¬¢Õßªí≠À“°“√‰À≈·∫∫ µ‘§-

 ≈‘ª ‡æ◊ËÕª√–¡“≥§à“§«“¡‡√Á«·≈–§à“§«“¡¥—π √«¡∑—Èß
≈—°…≥–°“¬¿“æ·≈–√Ÿª√à“ß¢Õß¢Õß‰À≈π‘«‚µ‡π’¬π

2. «‘∏’°“√»÷°…“

1. »÷°…“°“√‰À≈¢Õßªí≠À“ µ‘§- ≈‘ª

∫√‘‡«≥∑àÕ¥“¬¢Õß¢Õß‰À≈π‘«‚µ‡π’¬π ¿“¬„µâ¢âÕ
 ¡¡µ‘∞“π∑’Ë«à“ ¢Õß‰À≈¡’°“√‰À≈·∫∫√“∫‡√’¬∫
Õÿ≥À¿Ÿ¡‘§ßµ—« ‰¡à¡’º≈°√–∑∫®“°·√ß‚πâ¡∂à«ß¢Õß‚≈°

‰√â°“√À¡ÿπ ‰¡àÕ—¥µ—«·≈–‰¡àÀπ◊¥ √–∫∫æ‘°—¥∑√ß
°√–∫Õ° 2 ¡‘µ‘ ®“° ¡°“√‡π‡«’¬√å ‚µ° å¥â«¬«‘∏’
 ¡“™‘°®”°—¥·≈–«‘∏’°“‡≈Õ√å§‘π∂à«ßπÈ”Àπ—°¢Õß‡»…

µ°§â“ß ·∑π§à“®“° Ÿµ√ª√‘æ—π∏å¢Õß‡°“ å-‡≈Õ®Õß§å
(Guass-Legendre) ·∫àß°“√§”π«≥‡ªìπ 3 ¢—ÈπµÕπ
¥â«¬Õπÿ°√¡‡∑¬å‡≈Õ√å·≈â«®—¥„ÀâÕ¬Ÿà„π√–∫∫ ¡°“√‡™‘ß

‡ âπ
2. À“º≈‡©≈¬√–∫∫ ¡°“√‡™‘ß‡ âπ®“°¢âÕ 1

¥â«¬«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’·≈–«‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈ ·≈–

ª√—∫ª√ÿßº≈‡©≈¬„Àâ·¡àπ¬” ¥â«¬‡∑§π‘§‡°√‡¥’¬π∑å
√’§—ø‡«Õ√’ (Gradient recovery)

3.  √â“ß‚ª√·°√¡§Õ¡æ‘«‡µÕ√å¥â«¬¿“…“´’

‡ª√’¬∫‡∑’¬∫°“√≈Ÿà‡¢â“¢Õß«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’°—∫«‘∏’∑”´È”
‡°“ å-‰´‡¥≈ ®“°‚§√ß¢à“¬ 3 √Ÿª·∫∫

2.1 ªí≠À“ µ‘§- ≈‘ª

§◊Õ ªí≠À“°“√‰À≈¢Õß¢Õß‰À≈ºà“π∑àÕ¥“¬

∑’Ë‰¡à¡’°“√≈◊Ëπ‰À≈ (slip) ∫√‘‡«≥ºπ—ß∑àÕ¥“¬¢Õß
°√–∫«π°“√Õ—¥√’¥ µ—«Õ¬à“ß™‘Èπß“π∑’Ë‰¥â®“°°√–∫«π°“√π’È
¡’À≈“¬Õ¬à“ß ‡™àπ ∑àÕæ’«’´’ °“√‡§≈◊Õ∫ “¬‰ø ‡ªìπµâπ

„π°“√»÷°…“§√—Èßπ’È °”Àπ¥„Àâ∑àÕ¥“¬¡’‡ âπ
ºà“π»Ÿπ¬å°≈“ß¢π“¥ 2 Àπà«¬ ·≈–¬“«¢π“¥ 1 Àπà«¬
‚¥¬¡’æ◊Èπº‘«Õ‘ √–¢π“¥ 2 Àπà«¬ °“√‰À≈‡¢â“¢Õß

¢Õß‰À≈∫√‘‡«≥∑àÕ¥“¬‡ªìπ°“√‰À≈·∫∫æ“√“‚∫≈“
°”Àπ¥§«“¡‡√Á«∫√‘‡«≥∑“ß‡¢â“¢Õß∑àÕ¥“¬ ¥—ß ¡°“√
(1)

      V
z
(r) = (1-r2) ∫√‘‡«≥∑“ß‡¢â“ (1)
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 §«“¡‡√Á«¢Õßºπ—ß¢Õß∑àÕ¥“¬¡’§à“‡ªìπ»Ÿπ¬å¥—ß√Ÿª∑’Ë 1 ∫√‘‡«≥∑“ßÕÕ°∫√‘‡«≥æ◊Èπº‘«Õ‘ √– §◊Õ x
5
 x

6

§«“¡‡√Á«„π·π«·°π r ¡’§à“‡ªìπ»Ÿπ¬å·≈–§«“¡¥—π

¡’§à“‡ªìπ»Ÿπ¬å
∫√‘‡«≥ ¡¡“µ√°≈“ß∑àÕ¥“¬ x

2
 x

6
 
 
§«“¡‡√Á«

„π·°π r ¡’§à“‡ªìπ»Ÿπ¬å

‚¥¬∑’Ë V
z

·∑π §«“¡‡√Á«„π·π«·°π z
V

r
·∑π §«“¡‡√Á«„π·π«·°π r

P ·∑π §«“¡¥—π

®“°√Ÿª∑’Ë 2 ∑”°“√·∫àß‚¥‡¡πÕÕ°‡ªìπ‚§√ß¢à“¬
∑’Ë¡’™‘Èπª√–°Õ∫·∫∫ “¡‡À≈’Ë¬¡ 6 ‚π¥ ¥—ßµ“√“ß∑’Ë 1

µ“√“ß∑’Ë 1 ‚§√ß¢à“¬™‘Èπª√–°Õ∫√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡

®“°√Ÿª∑’Ë 1 √–π“∫§√÷Ëß∫π·≈–√–π“∫§√÷Ëß
≈à“ß¢Õß∑àÕ¥“¬ ¡¡“µ√°—π ¥—ßπ—Èπ®÷ß∑”°“√æ‘®“√≥“
‡æ’¬ß√–π“∫§√÷Ëß∫π¢Õß∑àÕ¥“¬ ¥—ß√Ÿª∑’Ë 2

√Ÿª∑’Ë 2 °“√‰À≈ºà“π√–π“∫§√÷Ëß∫π¢Õß∑àÕ¥“¬

®“°√Ÿª∑’Ë 2 „Àâ x
1
 x

2
 x

3
 x

4
 ‡ªìπ à«π¢Õß

∑àÕ¥“¬ ·≈– x
3
 x

4
 x

5
 x

6 
‡ªìπ à«π¢Õßæ◊Èπº‘«Õ‘ √–

‚¥¬°”Àπ¥‡ß◊ËÕπ‰¢¢Õ∫¢Õßªí≠À“ µ‘§- ≈‘ª ¥—ßπ’È

∫√‘‡«≥ à«π∑’Ë‡ªìπºπ—ß§◊Õ x
1
 x

3
 ‡√’¬°«à“  µ‘§

(stick) ¡’§«“¡‡√Á«„π·π«·°π z ¡’§à“‡ªìπ»Ÿπ¬å·≈–
§«“¡‡√Á«„π·π«·°π r ¡’§à“‡ªìπ»Ÿπ¬å

∫√‘‡«≥æ◊Èπº‘«Õ‘ √–§◊Õ x
3
 x

5 
‡√’¬°«à“  ≈‘ª

(slip) ¡’§«“¡‡√Á«„π·π«·°π r ¡’§à“‡ªìπ»Ÿπ¬å
∫√‘‡«≥∑“ß‡¢â“¢Õß∑àÕ¥“¬§◊Õ x

1
 x

2
 ÷́Ëß¡’

§«“¡‡√Á«„π·π«·°π z ¡’§à“‡∑à“°—∫§«“¡‡√Á«·∫∫
æ“√“‚∫≈“¥—ß ¡°“√ (1) ·≈–§«“¡‡√Á«„π·π«·°π r
¡’§à“‡ªìπ»Ÿπ¬å

√Ÿª∑’Ë 1 °“√‰À≈ºà“π∑àÕ

®”π«π™‘Èπª√–°Õ∫ ®”π«π‚π¥ §«“¡°«â“ß∑’ËπâÕ¬∑’Ë ÿ¥

16 45 1.5
36 91 0.33
64 153 0.25

®“°µ“√“ß∑’Ë 1  “¡“√∂· ¥ß‚§√ß¢à“¬™‘Èπ
ª√–°Õ∫√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ ‚¥¬∑’Ë®”π«π·∂«·≈–®”π«π

À≈—°¡’®”π«π‡∑à“°—π„π∑àÕ¥“¬°—∫º‘«Õ‘ √– ¥—ß√Ÿª∑’Ë 3

√Ÿª∑’Ë 3 ‚§√ß¢à“¬™‘Èπª√–°Õ∫√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡

‚§√ß¢à“¬ 16 ™‘Èπª√–°Õ∫

‚§√ß¢à“¬ 36 ™‘Èπª√–°Õ∫

‚§√ß¢à“¬ 64 ™‘Èπª√–°Õ∫
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 ¡°“√‡π‡«’¬√å ‚µ° å

§◊Õ  ¡°“√°“√‰À≈¢Õß¢Õß‰À≈´÷Ëß‡ªìπ ¡°“√

‡™‘ßÕπÿæ—π∏å¬àÕ¬‰¡à‡™‘ß‡ âπ¥—ß ¡°“√ (2)

(2)

·∑πøíß°å™—πª√–¡“≥√Ÿª√à“ß (interpolation
shape function) ¥—ßπ’È

‚¥¬∑’Ë ·∑π §«“¡Àπ◊¥
·∑π §«“¡‡√Á«
·∑π §«“¡Àπ“·πàπ

·∑π §«“¡¥—π
t ·∑π ‡«≈“

·ª≈ß ¡°“√ (2) „ÀâÕ¬Ÿà„π√–∫∫ ¡°“√‰√â

Àπà«¬®–‰¥â ¡°“√‡™‘ßÕπÿæ—π∏å¬àÕ¬ ¥—ß ¡°“√ (3)
·≈– (4)

·≈– (4)
‚¥¬∑’Ë Re ·∑π µ—«‡≈¢‡√¬å‚π≈¥å

2.2 «‘∏’ ¡“™‘°®”°—¥

§◊Õ «‘∏’°“√‡ª≈’Ë¬π ¡°“√‡™‘ßÕπÿæ—π∏å “¡—≠

À√◊ÕÕπÿæ—π∏å¬àÕ¬„Àâ‡ªìπ ¡°“√æ’™§≥‘µ ¿“¬„µâ
‚¥‡¡π (domain) ®”°—¥ ∑’Ë¡’‡ß◊ËÕπ‰¢‡√‘Ë¡µâπÕ¬à“ß
‡À¡“– ¡

¢—ÈπµÕπ¢Õß«‘∏’ ¡“™‘°®”°—¥
1. ·∫àß‚¥‡¡π (æ◊Èπ∑’Ë∑’Ë°”Àπ¥) ÕÕ°‡ªìπ

‚§√ß¢à“¬™‘Èπª√–°Õ∫ (element) ·∫∫ “¡‡À≈’Ë¬¡ 6

‚π¥ (node) ∑’Ë¡’ m ™‘Èπª√–°Õ∫ ·≈–®”π«π‚π¥ n
®ÿ¥ „π°“√·∫àß‡ªìπ‚¥‡¡π¬àÕ¬¡’‡ß◊ËÕπ‰¢ §◊Õ ®”π«π
¢Õß‚¥‡¡π¬àÕ¬ (    ) ¡’®”π«π®”°—¥ (i=1,2,3,...,n)

·≈–æ◊Èπ∑’Ë∑—ÈßÀ¡¥§◊Õ‚¥‡¡π∑’Ë¡’¢Õ∫‡¢µ®”°—¥∑—ÈßÀ¡¥
( )

  π—Ëπ§◊Õ

‚¥¬∑’Ë m ·∑π ®”π«π™‘Èπª√–°Õ∫∑—ÈßÀ¡¥
      n ·∑π ®”π«π‚π¥∑—ÈßÀ¡¥

      e ·∑π ®”π«π™‘Èπª√–°Õ∫
      i ·∑π ®”π«π‚¥‡¡π¬àÕ¬

(3)

‚¥¬∑’Ë ·∑π øíß°å™—πª√–¡“≥√Ÿª√à“ß¢Õß§«“¡‡√Á«

·∑π øíß°å™—πª√–¡“≥√Ÿª√à“ß¢Õß§«“¡¥—π

·∑π §«“¡‡√Á«∑’Ë·µà≈–‚π¥

·∑π §«“¡¥—π∑’Ë·µà≈–‚π¥

øíß°å™—πª√–¡“≥√Ÿª√à“ß‡™‘ß‡ âπ¢Õß§«“¡¥—π
( ) ª√–¡“≥®“°§à“ 3 §à“ ¥—ßπ’È

 à«π§«“¡‡√Á«„™âøíß°å™—πª√–¡“≥√Ÿª√à“ßæÀÿ-
π“¡°”≈—ß Õß ( ) ∑’Ëª√–¡“≥®“°§à“ 6 §à“ ¥—ßπ’È

°“√·ª≈ß√–∫∫æ‘°—¥∑√ß°√–∫Õ° (  ) ‡ªìπ
√–∫∫æ‘°—¥ (   ) ∑’Ë„™âøíß°å™—πª√–¡“≥√Ÿª√à“ß¥—ß
√Ÿª∑’Ë 4

r,z
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√Ÿª∑’Ë 4 ™‘Èπª√–°Õ∫ “¡‡À≈’Ë¬¡ 6 ‚π¥∑’Ë„™â

øíß°å™—πª√–¡“≥√Ÿª√à“ß‡™‘ß‡ âπ

2. „™â«‘∏’°“‡≈Õ√å§‘π∂à«ßπÈ”Àπ—°¢Õß‡»…
µ°§â“ß ‡æ◊ËÕ≈¥§à“º‘¥æ≈“¥®“°°“√ª√–¡“≥§à“

2.3 «‘∏’°“‡≈Õ√å§‘π∂à«ßπÈ”Àπ—°¢Õß‡»…µ°§â“ß

∑”°“√§Ÿ≥ ¡°“√‡»…µ°§â“ß ¥â«¬øíß°å™—π

∂à«ßπÈ”Àπ—° ∑”°“√ª√‘æ—π∏åµ≈Õ¥∑—Èß‚¥‡¡π °”Àπ¥
π‘æ®πå∑“ß¢«“¢Õß ¡°“√‡ªìπ»Ÿπ¬å ¥—ß ¡°“√ (5)

(5)

‚¥¬∑’Ë R(u) ·∑π  ¡°“√‡»…µ°§â“ß
W(x) ·∑π øíß°å™—π∂à«ßπÈ”Àπ—°

°Æ≈Ÿ°‚ à́¢ÕßÕπÿæ—π∏å¬àÕ¬„π§«“¡¥—π §◊Õ

(6)

®“° ¡°“√ (6) ®—¥„ÀâÕ¬Ÿà„π√Ÿª‡¡∑√‘°´å®–‰¥â

(7)

„Àâ®“‚§‡∫’¬π‡¡∑√‘°´å (J) §◊Õ

(8)

¥—ßπ—Èπ ®–‰¥â«à“

(9)

‡ª≈’Ë¬πÕπÿæ—π∏å¬àÕ¬„π√–∫∫æ‘°—¥∑√ß°√–∫Õ°

(r,z) ‡ªìπ√–∫∫æ‘°—¥ (   ) ¥—ß ¡°“√ (10)

(10)

¥—ßπ—Èπª√‘æ—π∏å„π√–∫∫æ‘°—¥∑√ß°√–∫Õ° §◊Õ

(11)

‚¥¬„Àâ ·∑π øíß°å™—π„π√–∫∫æ‘°—¥∑√ß°√–∫Õ°
·∑π øíß°å™—π„π√–∫∫æ‘°—¥ (   )

·∑π ‚¥‡¡π®”°—¥„π√–∫∫æ‘°—¥ (   )

2.4  Ÿµ√ª√‘æ—π∏å¢Õß‡°“ å-‡≈Õ®Õß¥å

„™â„π°“√ª√–¡“≥§à“ª√‘æ—π∏å Õß™—Èπ¢Õß
øíß°å™—π      ¥—ß ¡°“√ (12)

(12)
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µ“√“ß∑’Ë 2 · ¥ß§à“ª√–¡“≥ª√‘æ—π∏å¢Õß‡°“ å-

‡≈Õ®Õß¥å „π 2 ¡‘µ‘ ·∫∫∂à«ßπÈ”Àπ—°

4 ®ÿ¥

T+   ·≈–„™â§à“∑’Ë‡«≈“ T +    ‡æ◊ËÕ§”π«≥À“§à“∑’Ë
‡«≈“ * „π ¡°“√ (15)

„πß“π«‘®—¬„™â®ÿ¥‡°“ å·≈–§à“∂à«ßπÈ”Àπ—°·∫∫
4 ®ÿ¥ ‡æ◊ËÕª√–¡“≥§à“ª√‘æ—π∏å„π ¡°“√ (12) ·≈–

®—¥√–∫∫ ¡°“√‡™‘ß ‡ âπ„ÀâÕ¬Ÿà √Ÿª¢Õß‡¡∑√‘°´å
¥—ß ¡°“√ (13)

(13)

‚¥¬∑’Ë ·∑π ‡¡∑√‘°´å —¡ª√– ‘∑∏‘Ï
·∑π ‡«°‡µÕ√åº≈‡©≈¬
·∑π ‡«°‡µÕ√å§à“§ß∑’Ë¥â“π¢«“¡◊Õ

2.5 ‡∑§π‘§‡´¡‘Õ‘¡æ≈‘́ ‘∑‡∑¬å‡≈Õ√å-°“‡≈Õ√å§‘π-

‡æ√´‡™Õ√å§Õ√å‡√§™—π

„™âÕπÿ°√¡‡∑¬å‡≈Õ√å°√–®“¬™à«ß‡«≈“ (time
step) ‡ªìπ§«“¡ —¡æ—π∏å‡«’¬π‡°‘¥ (recurrence
relation) „π°“√§”π«≥§«“¡‡√Á« ‚¥¬„™â«‘∏’·§√ß°å-

π‘‚§≈ —π (Crank-Nicolson) ∑”°“√·∫àß°“√
§”π«≥§à“§«“¡‡√Á«„π·π«·°π z ·≈– r ÕÕ°‡ªìπ 2
¢—Èπ¬àÕ¬ ‡æ◊ËÕ„Àâ‰¥â§à“∑’Ë·¡àπ¬”·≈–≈Ÿà‡¢â“ ‡æ◊ËÕ∑’Ë®–π”

‰ª§”π«≥À“§à“§«“¡¥—πµàÕ‰ª À≈—ß®“°π—Èπ§”π«≥
§à“§«“¡‡√Á«„π·π«·°π z ·≈– r Õ’°§√—Èß ´÷ËßÕ“»—¬
«‘∏’ ¡“™‘°®”°—¥∑’Ë„™âÀ≈—°°“√°“‡≈Õ√å§‘π „π°“√

æ‘®“√≥“ ¡°“√‡π‡«’¬√å ‚µ° å∑’Ë‰¥â°≈à“«¡“·≈â«„π
 ¡°“√ (3) ·≈– (4) ¥—ßπ’È

¢—ÈπµÕπ∑’Ë 1 °“√§”π«≥§à“§«“¡‡√Á«„π

·π«·°π z ·≈– r ·∫àßÕÕ°‡ªìπ°“√§”π«≥„π‡«≈“
‡√‘Ë¡µâπ T „π  ¡°“√ (14) ‡æ◊ËÕ§”π«≥À“§à“∑’Ë‡«≈“

¢—ÈπµÕπ∑’Ë 2 °“√§”π«≥§à“§«“¡¥—π‚¥¬
π”§à“∑’Ë‰¥â®“°°“√§”π«≥¢—ÈπµÕπ∑’Ë 1 „π ¡°“√ (16)

(16)

¢—ÈπµÕπ∑’Ë 3 °“√§”π«≥§à“§«“¡‡√Á«„π
·π«·°π z ·≈– r ∑’Ë‡«≈“‡µÁ¡¢—Èπ T + 1 ®“°§à“∑’Ë‰¥â
®“°°“√§”π«≥„π¢—ÈπµÕπ∑’Ë 1 ·≈– 2 „π ¡°“√ (17)

(17)

 “¡“√∂‡¢’¬πÕ¬Ÿà„π√Ÿª‡¡∑√‘°´å ¥—ßπ’È

¢—ÈπµÕπ∑’Ë 1 ®“° ¡°“√ (14) ·≈– (15)

 “¡“√∂®—¥„ÀâÕ¬Ÿà„π ¡°“√ (18) ·≈– (19) µ“¡≈”¥—∫

(18)

(19)

1

2

1

2
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¢—ÈπµÕπ∑’Ë 2 ®“° ¡°“√ (16)  “¡“√∂®—¥
„ÀâÕ¬Ÿà„π ¡°“√ (20)

(20)

¢—ÈπµÕπ∑’Ë 3 ®“° ¡°“√ (17)  “¡“√∂®—¥

„ÀâÕ¬Ÿà„π ¡°“√ (21)
(21)

‚¥¬∑—Èß 3 ¢—ÈπµÕπ „™â«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’·≈–«‘∏’
∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈„π°“√À“º≈‡©≈¬∑ÿ°¢—ÈπµÕπ

2.6 °“√·°âªí≠À“√–∫∫ ¡°“√‡™‘ß‡ âπ

°“√À“º≈‡©≈¬¢Õß√–∫∫ ¡°“√‡™‘ß‡ âπ
 “¡“√∂∑”‰¥âÀ≈“¬«‘∏’ ¢÷ÈπÕ¬Ÿà°—∫√–∫∫ ¡°“√‡™‘ß‡ âπ
 ”À√—∫ªí≠À“π’È∑”°“√·∫à ß‚¥‡¡πÕÕ°‡ªìπ™‘Èπ

ª√–°Õ∫¬àÕ¬®”π«π¡“°´÷Ëß∑”„Àâ¡’®”π«π‚π¥
¡“°¡“¬ ¥—ßπ—Èπ°“√„™â«‘∏’‚¥¬µ√ß ‡™àπ °“√°”®—¥
·∫∫‡°“ å‡´’¬π (Guassian eliminaton) ®÷ß‰¡àπ‘¬¡

‡π◊ËÕß®“°‰¡à –¥«°„π°“√§”π«≥ ·≈–„™â‡«≈“„π°“√
§”π«≥π“π ‡æ√“–√–∫∫ ¡°“√¡’¢π“¥„À≠à ¥—ßπ—Èπ
‡æ◊ËÕÀ≈’°‡≈’Ë¬ßªí≠À“∑’Ë‡°‘¥¢÷Èπ   ®÷ßπ”«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’

·≈–«‘∏’∑” È́”‡°“ å-‰´‡¥≈ ¡“„™â„π°“√§”π«≥§à“
ª√–¡“≥¢Õßº≈‡©≈¬ ‡æ√“– –¥«°µàÕ°“√‡¢’¬π
‚ª√·°√¡„π°“√§”π«≥

2.6.1 «‘∏’∑” È́”®“‚§∫’

§◊Õ°“√ª√–¡“≥º≈‡©≈¬¢Õß√–∫∫ ¡°“√
‡™‘ß‡ âπ       ‡ªìπ√–∫∫ ¡°“√
‚¥¬°”Àπ¥§à“‡«°‡µÕ√åº≈‡©≈¬‡√‘Ë¡µâπ      ∑’Ë‡À¡“– ¡

‚¥¬∑’Ë D ·∑π ‡¡∑√‘°´å∑·¬ß¡ÿ¡∑’Ë¡’ ¡“™‘°„π·π«

∑·¬ß¡ÿ¡∑ÿ° ¡“™‘°¢Õß A ∑’Ë¡’
§à“‰¡à‡ªìπ»Ÿπ¬å

C ·∑π ‡¡∑√‘°´åπÕ°·π«∑·¬ß¡ÿ¡∑ÿ°

 ¡“™‘°¢Õß A
k ·∑π ®”π«π∑” È́”



«“√ “√«‘™“°“√·≈–«‘®—¬ ¡∑√.æ√–π§√ ªï∑’Ë 1 ©∫—∫∑’Ë 2 °—π¬“¬π 2550230

x(k+1) ·∑π ‡«°‡µÕ√åº≈‡©≈¬∑’Ë®”π«π∑” È́” k+1
x(k) ·∑π ‡«°‡µÕ√åº≈‡©≈¬∑’Ë®”π«π∑” È́” k

®“° ¡°“√ (25)  “¡“√∂‡¢’¬π‡ªìπ Ÿµ√°“√
§”π«≥‰¥â ¥—ß ¡°“√ (26)

(26)

‚¥¬∑’Ë i ·∑π  ¡“™‘°·∂«¢Õß‡¡∑√‘°´å A

j ·∑π  ¡“™‘°À≈—°¢Õß‡¡∑√‘°´å A
a

ii
·∑π ¡“™‘°¢Õß‡¡∑√‘°´å A ·∂«∑’Ë i À≈—°∑’Ë i

a
ij

·∑π  ¡“™‘°¢Õß‡¡∑√‘°´å A ·∂«∑’Ë i À≈—°∑’Ë j

b
i
·∑π §à“§ß∑’Ë¥â“π¢«“¡◊Õ ·∂«∑’Ë i

2.6.2 «‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈

„™âÀ≈—°°“√∑” È́”‡™àπ‡¥’¬«°—∫«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’
·µàº≈‡©≈¬∑’Ë‰¥â„π·∂«°àÕπÀπâ“ ®–π”‰ª·∑π§à“„π

°“√§”π«≥·∂«µàÕ‰ª ¥—ßπ—Èπ®“° ¡°“√ (26) ®–‰¥â«à“

2.7 §à“º‘¥æ≈“¥

°”Àπ¥°“√≈Ÿà‡¢â“¢Õßº≈‡©≈¬¥â«¬§à“º‘¥æ≈“¥
¢Õßº≈‡©≈¬®“°°“√§”π«≥‚¥¬«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’ ·≈–
«‘∏’∑” È́”‡°“ å-‰´‡¥≈ „Àâ¡’§à“º‘¥æ≈“¥πâÕ¬°«à“

0.00001 ¥—ß ¡°“√ (28)

(28)

2.8 ‡∑§π‘§‡°√‡¥’¬π∑å√‘§—ø‡«Õ√’

‡ªìπ°“√‡©≈’Ë¬§à“§«“¡‡√Á«¢Õß·µà≈–™‘Èπ

ª√–°Õ∫∑’Ë„™â‚π¥√à«¡°—π„Àâ¡’‡æ’¬ß§à“‡¥’¬« ‡π◊ËÕß®“°
„π™‘Èπª√–°Õ∫ 2 ™‘Èπª√–°Õ∫∑’Ëµ‘¥°—π®–¡’‚π¥∫“ß
‚π¥√à«¡°—π ∑”„Àâº≈‡©≈¬„π‚π¥π—Èπ¡’§à“·µ°µà“ß°—π

‚¥¬°“√ª√—∫§à“¢Õßº≈‡©≈¬ „Àâ√“∫‡√’¬∫·≈–·¡àπ¬”

‚¥¬„™â‡∑§π‘§‡°√‡¥’¬π∑å√‘§—ø‡«Õ√’ ´÷Ëß‡ªìπ«‘∏’‰¥â√—∫
°“√¬Õ¡√—∫  “¡“√∂§”π«≥‡°√‡¥’¬π∑å§«“¡‡√Á«„π

·µà≈–™‘Èπª√–°Õ∫ ¥—ß ¡°“√ (29)

 ‚¥¬∑’Ë         ·∑π ‡°√‡¥’¬π∑å§«“¡‡√Á«„π
·µà≈–™‘Èπª√–°Õ∫

3. º≈°“√»÷°…“·≈–Õ¿‘ª√“¬º≈

®“°°“√§”π«≥º≈‡©≈¬¢Õßªí≠À“ µ‘§-
 ≈‘ª¥â«¬‚ª√·°√¡§Õ¡æ‘«‡µÕ√å  · ¥ß®”π«π∑” È́”

¢Õß«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’·≈–«‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈∑’Ë¡’§à“
º‘¥æ≈“¥ 0.00001 ¥—ßµ“√“ß∑’Ë 3 ·≈– 4

µ“√“ß∑’Ë 3 · ¥ß®”π«π∑” È́”„π°“√§”π«≥¢Õß

«‘∏’∑”´È”®“‚§∫’

µ“√“ß∑’Ë 4 · ¥ß®”π«π∑”´È”„π°“√§”π«≥¢Õß

«‘∏’∑” È́”‡°“ å-‰´‡¥≈

®“°µ“√“ß∑’Ë 3 ·≈– 4 æ∫«à“‡¡◊ËÕ‡ª√’¬∫

‡∑’¬∫®”π«π∑”´È”®“°°“√§”π«≥§«“¡‡√Á«„π·π«
·°π z §«“¡‡√Á«„π·π«·°π r ·≈–§«“¡¥—π «‘∏’∑”
´È”‡°“ å-‰´‡¥≈¡’®”π«π∑” È́”®“°°“√§”π«≥πâÕ¬

(29)
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°«à“«‘∏’∑”´È”®“‚§∫’ π—Ëπ§◊Õ «‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈¡’
°“√≈Ÿà‡¢â“¢Õßº≈‡©≈¬‡√Á«°«à“«‘∏’∑”´È”®“‚§∫’ ‡π◊ËÕß®“°

‡¡◊ËÕÀ“º≈‡©≈¬„π·µà≈–§√—Èß ®–π”º≈‡©≈¬∑’Ë‰¥â„π
§√—Èßπ—Èπ‰ª·∑π§à“„π°“√§”π«≥§√—ÈßµàÕ‰ª ∑”„Àâ≈¥
®”π«π∑”´È”∑’Ë‡°‘¥¢÷Èπ„π«‘∏’∑”´È”®“‚§∫’≈¥πâÕ¬≈ß

‡π◊ËÕß®“°º≈‡©≈¬∑’Ë§”π«≥‰¥â®“°«‘∏’∑”´È”
®“‚§∫’·≈–«‘∏’∑” È́”‡°“ å-‰´‡¥≈∑’Ë¡’§à“º‘¥æ≈“¥
0.00001 „Àâº≈‡©≈¬¢Õß§«“¡‡√Á«„π·π«·°π z

§«“¡‡√Á«„π·π«·°π r ·≈–§«“¡¥—π¡’§à“„°≈â‡§’¬ß
°—π∑ÿ°‚§√ß¢à“¬ ®÷ß· ¥ßº≈‡©≈¬®“°°“√§”π«≥¢Õß
«‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈ ¥—ßµ“√“ß∑’Ë 5

µ“√“ß∑’Ë 5 · ¥ßº≈‡©≈¬¢Õß«‘∏’∑”´È”‡°“ å-‰´‡¥≈

·°π z ∫√‘‡«≥æ◊Èπº‘«Õ‘ √–§◊Õ 0.5 §«“¡‡√Á«„π·π«
·°π r ∑’Ë¡’§à“¡“°∑’Ë ÿ¥§◊Õ 0.1 ·≈–§«“¡·µ°µà“ß

¢Õß§«“¡¥—π√–À«à“ß∑“ß‡¢â“·≈–∑“ßÕÕ°¢Õß∑àÕ¥“¬
§◊Õ 4.88

¥—ßπ—Èπº≈‡©≈¬®“°°“√§”π«≥¢Õß‚§√ß¢à“¬

√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ 64 ™‘Èπª√–°Õ∫  “¡“√∂· ¥ß√–¥—∫
º≈‡©≈¬¥â«¬ ’ ¥—ß√Ÿª∑’Ë 5, 6 ·≈– 7

‚¥¬∑’Ë V
z
m ·∑π §«“¡‡√Á«„π·π«·°π z ∫√‘‡«≥

∑“ßÕÕ°æ◊Èπº‘«Õ‘ √–
V

r
m ·∑π §«“¡‡√Á«„π·π«·°π r ∑’Ë¡’§à“¡“°

∑’Ë ÿ¥
Pm ·∑π §«“¡·µ°µà“ß¢Õß§«“¡¥—π

√–À«à“ß∑“ß‡¢â“·≈–∑“ßÕÕ°¢Õß

∑àÕ¥“¬

®“°µ“√“ß∑’Ë 5 æ∫«à“º≈‡©≈¬∑’Ë‰¥â®“°°“√

§”π«≥¥â«¬«‘∏’∑”´È”®“‚§∫’·≈–«‘∏’∑” È́”‡°“ å‰´‡¥≈
„π‚§√ß¢à“¬∑’Ë¡’§«“¡≈–‡Õ’¬¥¡“° ®–„Àâº≈‡©≈¬∑’Ë¥’
°«à“‚§√ß¢à“¬∑’Ë¡’§«“¡≈–‡Õ’¬¥πâÕ¬ π—Ëπ§◊Õ‚§√ß¢à“¬

∑’Ë¡’™‘Èπª√–°Õ∫∑—ÈßÀ¡¥ 64 ™‘Èπª√–°Õ∫·≈–®”π«π
‚π¥ 153 ‚π¥ ¥—ß√Ÿª∑’Ë 3 „Àâ§à“º≈‡©≈¬∑’Ë¥’∑’Ë ÿ¥
‡π◊ËÕß®“°¡’§à“„°≈â‡§’¬ß°—∫º≈‡©≈¬∑’Ë‰¥â¡’°“√»÷°…“

„πªí≠À“ µ‘§- ≈‘ª °àÕπÀπâ“¢Õß Ngamaram-
varanggul ·≈– Webster [5] ∑’Ë¡’§«“¡‡√Á«„π·π«

®“°√Ÿª∑’Ë 5 æ∫«à“√–¥—∫ ’¢Õß§«“¡‡√Á«„π
·π«·°π z „π∑àÕ¥“¬ ¡’°“√‰≈à√–¥—∫ ’®“°√–¥—∫
ÕàÕπ‰ª√–¥—∫‡¢â¡· ¥ß§«“¡ —¡æ—π∏å‡ªìπ√Ÿª‚§âß

æ“√“‚∫≈“ π—Ëπ§◊Õ§«“¡‡√Á« ÷́Ëß‡ªìπ»Ÿπ¬å∑’Ëºπ—ß∑àÕ¥“¬
®–§àÕ¬Ê ‡æ‘Ë¡¢÷Èπ®π Ÿß ÿ¥∫√‘‡«≥°≈“ß∑àÕ¥“¬ ·≈–
¬—ß§ß°“√‰À≈·∫∫æ“√“‚∫≈“µàÕ‰ª ‡¡◊ËÕ¢Õß‰À≈

π‘«‚µ‡π’¬π‰À≈ÕÕ°®“°∑àÕ¥“¬Õ¬à“ßÕ‘ √– æ∫«à“ ≥
∫√‘‡«≥Àπ÷Ëß®–„Àâ√–¥—∫ ’‡¥’¬«°—π π—Ëπ§◊Õ§«“¡‡√Á«®–

√Ÿª∑’Ë 5 · ¥ßº≈‡©≈¬¥â«¬ ’¢Õß§«“¡‡√Á«„π·π«·°π Z

√Ÿª∑’Ë 6 · ¥ßº≈‡©≈¬¥â«¬ ’¢Õß§«“¡‡√Á«„π·π«·°π r

√Ÿª∑’Ë 7 · ¥ßº≈‡©≈¬¥â«¬ ’¢Õß§«“¡¥—π
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¡’°“√ª√—∫√Ÿª√à“ß°“√‰À≈·∫∫æ“√“‚∫≈“ ‡ªìπ°“√
‰À≈·∫∫‡ âπµ√ß®π¡’§à“§«“¡‡√Á«‡∑à“°—π

®“°√Ÿª∑’Ë 6 √–¥—∫ ’¢Õß§«“¡‡√Á«„π·π«·°π

r ¡’√–¥—∫ ’µË”¡“° ‡π◊ËÕß®“°§«“¡‡√Á«„π·π«·°π r ‰¡à¡’
º≈µàÕ°“√‰À≈¢Õß¢Õß‰À≈ ¬°‡«âπ∫√‘‡«≥ª≈“¬∑àÕ¥“¬
®–¡’§à“ Ÿß°«à“∫√‘‡«≥Õ◊ËπÊ ‡≈Á°πâÕ¬

®“°√Ÿª∑’Ë 7 √–¥—∫ ’¢Õß§«“¡¥—π ∑’Ë§à“ z ∑’Ë
‡∑à“°—π®–¡’√–¥—∫ ’‡¥’¬«°—π ‚¥¬®–¡’√–¥—∫ ’‡¢â¡ ÿ¥∑’Ë
∫√‘‡«≥∑“ß‡¢â“¢Õß∑àÕ¥“¬·≈–√–¥—∫ ’®–≈¥≈ß‡√◊ËÕ¬Ê

‡¡◊ËÕ§à“ z ¡’§à“‡æ‘Ë¡¢÷Èπ®π¡’§à“‡ªìπ»Ÿπ¬å ‡π◊ËÕß®“°¡’
°“√ Ÿ≠‡ ’¬æ≈—ßß“π®“°·√ß‡©◊Õπ∑’Ëºπ—ß∑àÕ¥“¬ ∑”„Àâ
¡’§à“§«“¡¥—π≈¥≈ß‡√◊ËÕ¬Ê ®π‡ªìπ»Ÿπ¬å∑’ËπÕ°∑àÕ¥“¬

4.  √ÿª

®“°°“√§”π«≥À“º≈‡©≈¬ æ∫«à“ «‘∏’∑” È́”
‡°“ å-‰´‡¥≈¡’®”π«π∑”´È”„π°“√§”π«≥πâÕ¬°«à“
«‘∏’∑” È́”®“‚§∫’ π—Ëπ§◊Õ «‘∏’∑” È́”‡°“ å-‰´‡¥≈¡’°“√≈Ÿà

‡¢â“¢Õßº≈‡©≈¬‡√Á«°«à“«‘∏’∑”´È”®“‚§∫’ ·≈–‚§√ß¢à“¬
™‘Èπª√–°Õ∫√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡∑’Ë¡’§«“¡≈–‡Õ’¬¥ Ÿß®–„Àâ
§à“º≈‡©≈¬„°≈â‡§’¬ßº≈‡©≈¬®√‘ß¡“°°«à“‚§√ß¢à“¬∑’Ë

¡’§«“¡≈–‡Õ’¬¥µË” ·µà¡’º≈‡ ’¬§◊Õ®”π«π∑”´È”®–¡’
®”π«π¡“°¢÷Èπ‡¡◊ËÕ‚§√ß¢à“¬¡’§«“¡≈–‡Õ’¬¥¡“°¢÷Èπ

„π°“√»÷°…“≈—°…≥–∑“ß°“¬¿“æªí≠À“

 µ‘§- ≈‘ª ¢Õß¢Õß‰À≈π‘«‚µ‡π’¬π æ∫«à“§«“¡‡√Á«
¿“¬„π·π«¬“«¢Õß∑àÕ¡’§«“¡ —¡æ—π∏å·∫∫æ“√“‚∫≈“
‡π◊ËÕß®“°¢Õß‰À≈‰À≈‡¢â“¡“·∫∫æ“√“‚∫≈“ ·µà‡¡◊ËÕ

¢Õß‰À≈ºà“π∫√‘ ‡«≥º‘«Õ‘ √– ¢Õß‰À≈®–ª√—∫
§«“¡‡√Á«®π¡’§«“¡‡√Á«§ß∑’Ë·≈–¡’§à“‡∑à“°—π  à«π
§«“¡‡√Á«„π·π«√—»¡’¡’§à“πâÕ¬¡“°®π‡°◊Õ∫‡ªìπ»Ÿπ¬å

 à«π§«“¡¥—π∑’Ë∫√‘‡«≥‡¥’¬«°—π®–¡’§à“‡∑à“°—π·≈–
≈¥≈ß‡√◊ËÕ¬Ê ®π‡ªìπ»Ÿπ¬å„π∑’Ë ÿ¥ ‡æ√“–¡’°“√ Ÿ≠‡ ’¬
æ≈—ßß“π®“°·√ß‡©◊Õπ∑’Ëºπ—ß∑àÕ

5. °‘µµ‘°√√¡ª√–°“»

¢Õ¢Õ∫æ√–§ÿ≥¿“§«‘™“§≥‘µ»“ µ√å·≈– ∂‘µ‘
§≥–«‘∑¬“»“ µ√å·≈–‡∑§‚π‚≈¬’ ¡À“«‘∑¬“≈—¬

∏√√¡»“ µ√å ∑’Ë„Àâ°“√ π—∫ πÿπ°“√∑”«‘®—¬§√—Èßπ’È
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